Chapitre 4 - Correction des exercices 1

Exercice 1: Soit n € N*.

LY (2i—1)=2>i—Y 1=20t) _p_ 2
=1 i=1 i=1

=

n+1 n—2 n—2 n—2 n—2
2. Sin < 2, cette somme est nulle. Sin >3, (Bk+7)=> (3(i+3)+7) =) (3i+16)=3) i+16» 1
k=4 =1 =1 =1 =1
—92)(n—1 (TL — 2)(31’L + 29)
=322zl 4 16(n - 2) = : .
k 1\ 1
S ;ZE": NN _11-(G)" _ l-a 1
‘ 2k 2 2 1-14 2(1-3) on’

k=1 k=1

Exercice 2: Soit n € N*,

2n n
1
La somme de tous les entiers pairs entre 2 et 2n : Z k= ZQi = ZM =n(n+1).
i=1

) 2
k=2, k pair
2n n n
Le produit de tous les entiers pairs entre 1 et 100 : H k= H(Qz) =2" Hz =2"nl.
k=2, k pair =1 i=1
ol " nin+1)
La somme de tous les entiers impairs entre 1 et 2n+1 : Z k= Z(2i—|— 1) = QT +n+1=(n+1)>
k=1, k impair =0
2n+1
2n+1 H k |
Le produit de tous les entiers impairs entre 1 et 2n + 1 : H k= k=t _ @n+ 1)
ep p .klk' T zﬁl T on x gl
=1, k impair k
n=1, k pair
Exercice 3: Soit n € N*,
n n
1 1 1 1 1 1 n
1 — [ — = — — = — =
kzlk(k:Jrl) Z<k k+1> 1 n+1 n+1l n+1l
L Nk okl 1
2. X d"1-q9) =X (" —d"") =q—q¢""
k=1 k=1
- N (3912 N 348N 249 N o nPHD)? | anmd)@2ndl) | on(ndl)
3. Y k(k+1)(k+2)= > (k°+3k*+2k)= > k°+3> k*+2> k= T *+3 QA +2=5~ =
k=1 k=1 k=1 N k=1 k=1
n(n+1)(n“+5m+6
2D (n(n 4+ 1) +2(2n 4+ 1) + 4) = ( )(4 ).
1 k-1 (k-1k+1) k—1k+1
4. Sin =1, le produit est égal a 1. SoithQ,soitk‘E[[?,n]].l—?: 12 :( ]lg + ): k —]L_ )
ﬁ Lo _ﬁk—lkJrl_ﬁk:—lﬁkJrl_ In+1 n+1
k2 ) k E k k- n 2 2n
k=2 k=2 k=2 k=2

n
Exercice 4: Soit n € N*. On cherche & calculer S,, = > (—1)*"1%2. Le (—1)*~! nous invite & utiliser la méthode

de regroupement par terme en séparant les indices pairs et les indices impairs.
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Chapitre 4 - Correction des exercices 2

n n—1
Su = D> (=P + ) (- (2p+1)°
p=1 p=0
indice pair indice‘irmpair
n n—1
= Z —4p? + Z(2p +1)2
p=1 p=0
n—1 n—1 n—1
= > (PP +ap+1-4p*) —4n’+1=4> p+ Y 1-4n*+1
p=1 p=1 p=1

= 2nn—1)+(n—-1)—4dn*+1=-2n> —n=-n2n+1)

Exercice 5: Soit n € N.

n n . n .
L Y cos(tF)=3% Re(ek?) = Re (Z eg>. Calculons d’abord la somme complexe.
k=0 k=0 _ k=0 _
n ik n i _ T n n _ 7 n
> e’y = S(e2)k = % Finalement, ) cos (%T) = Re <1(671)7,+1>
k=0 k=0 1—e2 k=0 1—e2
) : (n+1)m
AT inm in M n k sin ( 4 > 1
Or, W = eTM donc Zcos ) = cos (n—ﬂ> —————% =/2cos (n—ﬂ) sin (ntDr :
- sin( ) P 2 4 sin (%) 4 4

o o iko\ 4 . . . .
2. Soit 6 €]0; Z[. Vk € N, cos?(kf) = <7e k9+26 ke) = %6 (eltF0 4 4ei%k0 1 6 + 4e~i2k0 4 l4h0),
D’ott cos?(k0) = & (cos(4k0) + 4 cos(2k6) + 3).

n n , n n+1si ¢ =0[27]
Or, pour tout ¢ € R, 3 cos(kp) = > Re(e?*?) = Re (Z e’k¢’> = 1—(eidyn+1
k=0 k=0 k=0 Re (7

1 —cid ) sinon

On utilise comme précédemment la méthode de ’angle moitié.

n n sin (n+1)¢
Bilan : si ¢ = 0[27], > cos(k¢) =n+1;sinon ) cos(k¢) = cos(%"j)%.
k=0 k=0 suts
Conclusion : Y cos?(k6) = & (cos(2n0)w + 400s(n9)% +3(n+ 1))
k=0
Exercice 6: Soit n € N. Y (k+ 1)* —k* = (n + 1)%
k=0
Dk+ D) =k =D (4R + 6k + 4k +1)=4> K +6> K +4> k+n+1.
k=0 k=0 k=0 k=0 k=0
Ainsi, 4 B =n+ 1)1 -6 k-4 k—-n+D)=m0+D*—nn+1)2n+1)—2n(n+1)— (n+1)
k=0 k=0 k=0
=+ —nn+1D2n+1)—2n(n+1) - (n+1)=n?(n+1)?
- n?(n+1)2
Fi R
inalement, Z k 1
k=1
n—1 n—1
Exercice 7: Soit n > 3. T, = > (2ax4+1 — 3ar + ax—1) = Y (2ap4+1 — 2ar — ag + ax—1)
k=2 k=2
n—1 n—1 n—1
= > 2apt1 —ap) — (ak —ak—1) =2 3 (arp1 —ak) — 2 (ar — ap—1) = 2(an — az) — (an-1 — a1).
k=2 k=2 k=2

Exercice 8: Soit n € N, posons v, = up, — 3. On a vp41 = Upt1 — 3 = 2u, — 6 = 2(uy, — 3) = 20y,
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Chapitre 4 - Correction des exercices 3
La suite (vn) est une suite géométrique de raison g = 2 et de premier terme vy = —2.
n
2n+1 2
Zuk:ka—FZS g 3+ 1) =527 4 3n.
k=0 k=0
Exercice 9: Soit n € N*,
n n n ul
Z k n(n
Hk H He =nl.e=t =nle 2+1)_
k’:]. : :
€ Sln(gkx—l)
Exercice 10: Soit n € N*. Soit x €] —7; 7[. Par les formules de trigonométrie, Vk € [1, n]cos <2k) = Sen( 2 )
2k
n n : x n . x .
T sin(52%7) 1 sin(5727) 1 sin(x)
Done, | | cos (—) === ] 2= =__ .
kl;[l 2k kl;[l 2sin(5r) n kI;[l sin(5r ) 2" sin(45%)
Exercice 11: Soit n € N*.
n—1 n n—1 n—1 n—1 n—1
Loy 1= > 1= (-(+)+1) =) (n-i)=> n-) i
Isi<jsn i=1j=itl =1 nombre d’entiers entre i+ 1 et n =1 i=1 =1
En faisant +n — n, on obtient Z I—Zn—Zz— —Ll)donc Zn: 1—M
2 s '
1<i<j<n i=1 1<i<j<n
n n n
, . nin+1)  nn+1) n?(n+1)
D e D D I
1<i,5<n =1 j=1 =1
n J n
i 1 j+1 1 /nn+1) (n+3)
3' _ = — frd —_— = = =
2 j Zj 2 1= 5 =5 < 2 1
1<i<j<n J=1 =1 J=1
n n n n n n n n n n
S D ST LD SULLITTCED ) 3D HILTED ) 33
1<ij<n i=1 j=1 i=1 j=1 i=1 j=1 i=1 j=1 i=1 j=1
6 6 6
=1 j=1 =1
formule sur les carrés
2 nf(n+1)2n+1)
DD I ; -
=1 j=1 7j=1 =1
n n n n 2
2 2
. n‘(n+1)
L3 () (D) - (3] e
=1 j=1 =1 Jj=1 Jj=1
Finalement,
n 2 2 2 2 2
L n“(n+1)2n+1 n“(n+1 n“(n+1)(4n+2+3n+3 n“(n+1)(Tn+5
S (i g 2D | ontn )2 o 1) ) _ w0+ 1)(Tn+5)
— 6 4 6
1<i,j<n
1 —9n 1 — (1)y(n—p+1)
5. Soit p e [Ln]. Ona: 3 2 = (Z?) 22 ) =2(25) <2 <<12>_1 |
i=1 j=p 2
o 1
AT -] — - _ o—n+l/on —p+1
DouZZQZ T =427 —1)2 P(1—2n_p+1> =27 mHl(en — 1) (2" P —1).
i=1 j=p
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Chapitre 4 - Correction des exercices 4

6. Z (5% — 18i%5% + 552) =5iii2—18iii2j2+5iiﬁ

1<igsn i=1 j=1 i=1 j=1 i=1 j=1
n2(n+ 1)(2n+1) n?(n+1)%(2n +1)?
=10 —18 = 10. — 18.
;;Z <ZJ > 6 36
1)(2 1) /1
n*(n + 2)(n+ )<30—(n+1)(2n+1)).

k k
Exercice 12: Soit n € N*. Z ok — zn:zpk = zn:2k Z 1= k2k
k=1 =

1<i<k<n k=1 i=1

Par ailleurs, Z ok — 2”: i 2k,

1<i<k<n i=1 k=i

n . n—i . . .
Or, par la formule sur les suites géométriques, S 2F = 2’% =2i(gn—itl 1) = 2ntl _ 9,

n | e o
Donc, Z ok — Z(Q”“ — 2 = pontl _ Z 2 = p2ntl — 25— = n2"tt — (2" —1) = 2"(2n — 2) + 2.
1<i<k<n i=1
Done, » k2% = 2"(2n — 2) + 2.
k=1
Exercice 13: Soit n € N*,
. — 2ikpm n Si n|p
1. SoitpeZ, > 2P = Ze noo=q . emxn Cod
2€U, =2 —— = 0 sinon
l-e n
n-t 21kp7r n-l 2ikjm . n n . n-! 2ikjm
2.Soita6C.OnaZ(z+a)”:Z( +a)" :ZZ e n a"’ = _Ja" ™ e n |.
2€Un k=0 k=0 j=0 =0 M k=0

Comme j € {0, ...,n}, d’apres la question précédente, seuls les termes j = 0 et j = n sont non nuls.

D’on Z (z4a)" = (g) an+ <g> a®n = n(1+a")
ZEUn

Exercice 14: Soit n € N.

1. Z() Z(?)1i1"—i:(1+1)":2".

=0

S )£ v (154

=0 =0
W\ iones 1= (1 i B+1)" -1 47—1
311n—z ——— 311”—1 . 1 — — .

=0

3. Si n =0 la somme est nulle et si n >

OIS HERS

i=1 i=1

L,
n

1=

4. Soit k € [0, 7] 1 ny 1 n! B n! n! 1 n+1
g 1 \k) TR lR k) G+ Dn—k)! Gkt Dn+tl-(k+1)) nt+i\k+1)

1
n n n+1 n+1
1 1 1 1 1 1 1 1 1
Y s i) e () e (B () - ()] e
k:0k+1 k = k+1 n—i—ll:1 l n+1 l 0 n+1

=0
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Chapitre 4 - Correction des exercices 5

Exercice 15:

Soit n € N*,
Lzen[[l’ft nt n! B (n—1)! - (n—1)! (-1
<k>_ k:!(n—k)!_(k—l)!(n—k)!_n(k—l)(n—k—1+1)!_n(k—l)!(n—l—(k—l))!_n<k:—1

Exercice 16:

6
Par le binome de Newton, (a — b Z < >alb6_l. Le coefficient en a*b? correspond & [ = 2,
1=0
<1 6
c’est-a-dire 5) = 15.

9
Toujours par le binéme de Newton, (@ — b + 2¢)? = Z <k:> (a—b)?7F(2c).
k=0
9
On cherche le terme en ¢ donc on s’intéresse & k = 3 c’est a dire <3> 23(a — b)S.

4b2¢3 est donné par celui devant a*b? dans (a — b)S.

6
= 10080.
y

Le terme en a

Ce coefficient est donc (2) 23<

Exercice 17: On a que n = 0 est solution de I’équation et que n = 1 et n = 2 ne sont pas solutions.

Soit n > 3. <T)+<Z>+(Z>_n+n(n2—1)+(n—2)én—1)n_6n+3n(n—1) 6(n—2)(n —n) _n3_g5n.

Donc I'équation & résoudre est n® + 5n = 30n c’est a dire n(n? — 25) = 0.
D’ou 5 est la seule solution parmi les inconnues n > 3.

Conclusion : S = {0;5}.

Exercice 18: Soit (p,n) € N2. Si p > n I'égalité est vérifiée (0 = 0).
Supposons a présent que p < n Soit k € [0, p].

<Z> <Z - Z) k!(nnL k) (p (Z>_< = - (n ilp)! k!(pl— k) p!(nni p)! k:!(ppi DI (Z) @

2(06-0-200-0x0-C)

2 1 2 2
Exercice 19: Soit n € N. Par la formule du triangle de Pascal, Vk € [1,n], ( n]:— ) = < :) + <k _nl>
n n

o) () (o) ()
+n§(—1)”1 <2ln>
=0

—14 é(—l)’“(?) + g(—l)’f(kQ_”l) —14 g(—1 l(

()
I (2:) +’:‘1 [(_1)1 (2ln> + (—1)H (iﬂ)] +(-1) (2;)
=0

—_— =1 —_——
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Chapitre 4 - Correction des exercices 6

2 2 2 2
Dans la somme principale, si [ est pair on trouve ( ln> — < ln> = 0. Si ! est impair, —< Zn) + ( ln) = 0.

Alors, S, =1+ (—1)" (2:) 1= (-1)" (2">

n

Exercice 20: Soit m € R. Soit x,y, z € R.

r — my + m?z = 2m r — my -+ m?z = 2m
mr — m?’y + mz = 2m LichagmIn 0 4 0 + (m—m3)z = 2m—2m?
mr + y — mdz = 1-m 0 + (14+m?y - 2m3z = 1—m —2m?
r — my —+ m?z = 2m
fagls 1o (1+m?y — 2m3z = 1—m —2m?
0 + 0 + m(m—1)(m+1)z = 2m(m—1)

e Sim=-1,85=0.
e Sim € {0;1}, nous avons I’équation de deux plans non paralleles donc S est une droite.
e Sinon, S est un singleton.

Exercice 21: Soit z,y,z € R.

ax + by + 2z =1 r 4+ by + az = 1
r + aby + z = a gl x + aby + z = a
z 4+ by + az =1 ar + by + =z =1
Lo+Ly—Ly et La<Lz—aly Tt by + az =1
& (a—1by + (1—a)z = a—1
bl—a)y + (1—a?))z = 1—a
Tz + by + az = 1
Lecfgtha (a—1)by —+ (I1-a)z = a—1

1. Si a =1, 'ensemble des solutions est le plan d’équation : = + by + z = 1.

2. Si a = —2, le systeme devient :
r + by — 2z =1 LH—é—l—Lg T — 2z =0 - x = 1+by
by + z = -1 by + z =1 z = 1+by
L’ensemble des solutions est {(1 + by, y, 1 + by),y € R}.
3. Sia¢ {1,—2}, le systéme devient :
r + by =1 x + by =1 x =0
(a —1)by = a-1 & by =1 & by =1
z =0 z =0 z

(a) Sib=0, 'ensemble des solutions est I’ensemble vide.

(b) Sib#0, il y a une unique solution qui est (0, %, 0).
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Chapitre 4 - Correction des exercices

Exercice 22: Notons (z,y, z,t,u,v) les inconnues entieres du journal :

(942 +y=17
t+6+2=16
u+v+5=12
9+t+u=21
rz+6+v=10
y+z+5=14
LatgLa-Ls

z+y=28
z+v=4
y+z=9
z+t=10
t+u=12
\u+v:7
z+y=2_8
—-y+v=—-4
z+v=25
t—v=25
t+u=12
ut+v="17

LQ(—LQ*L1

SICIE
CICI®)
CISLS)

(x+y:8
—y+v=-4
y+z=9
z+t=10
t+u=12

Ku—l—v:?

rT+y=38
—y+v=-4
z+v=2>
t—v=5
u+v="7
ut+v="17

L3+ L3+Lo

7

. Le but est de résoudre :
r+y=3_8
—y+v=—4
z+v=>5
z+t=10
t+u=12
ut+v="7

r=4+v

y=4—-v

z=5—w

t=5+wv

u=7—v

Donc Sz = {(4—v,44+v,5—v,54+v,7—v,v),v € Z}. Dans Z, il y a une infinité de solutions. Dans N, on doit avoir

v>0etz>0ie 0<v<4. DoncSy=1{(4,4,5,5,7,0);(3,5,4,6,6,1);(2,6,3,7,5,2);(1,7,2,8,4,3);(0,8,1,9,3,4) }.

La solution demandée par le journal doit étre (1,7,2,8,4,3) (le tableau contient tous les entiers de 1 & 9).
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